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Resumen 



Dualidad en teorias de spin 2 masivo en dimension 2+1 

Dr. Pio J. Arias 
Universidad Central de Venezuela 



Se obtienen las ecuaciones que deben satisfacer los distintos campos que describen real- 
izaciones del algebra del grupo de Poincare en dimension 2+1, con masa m y spin entero 
(no cero). Para el caso de spin 2 se muestra que hay tres modelos posibles cuyas acciones 
se pueden conectar por transformaciones de dualidad. Estas transformaciones incorporan 
las invariancias de calibre que diferencian un modclo dc otro. Se discute brevemmente la 
relacion entre las funciones de particion de estos modelos 



A Pio Jose, Dafne y Zulay 
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Capitulo 1 
Introduccion 



El estudio de teorias vectoriales y tensoriales en dimension 2+1 estuvo, inicialmente mo- 
tivado por su conexion con el comportamiento de modelos, en 3+1 dimensiones, a altas 
temperaturas [Tj. Sin embargo, en el correr del tiempo la fisica en esta dimension espacio- 
temporal ha adquirido importancia propia dado que ha servido para aportar nuevas ideas 
a la fi'sica en 3+1 dimensiones. 

Es en esta dimension donde se introduce el termino de teorii'as masivas topologicas, las 
cuales tienen la interesante propiedad de no explotar la invariancia de calibre [2]. Estos 
modelos masivos tienen en comun que son sensibles a las transformaciones discretas de 
inversion temporal y de paridad, en concordancia con las particularidades que deben tener 
las representaciones del algrebra del grupo de Poincare en esta dimension. 

Tambien es propio de la teorfa de campos en 2+1 dimensiones la aparicion de los 
modelos masivos autoduales para teon'as con spin 1, 2, 3 y 4 [21 E]IZ]- En estos 
modelos la ecuacion de movimiento relaciona al "potencial" con la "intensidad de campo" , 
y corresponde a la realizacion que debe satisfacer el casimir P.J del grupo de Poincare, 
con P la realizacion del momentum lineal y J la realizacion de la parte de spin del dual 
del momentum angular 

^ = ^(PJ)^, (1.1) 
ms 

donde \1/ es un objeto que transforma linealmente bajo el grupo de Lorentz. Para s = 1, 2 
la ecuacion (11. ip se escribe en componentes, respectivamente, como 

= -//.(«), (1-2) 
m 

hr = -ojAh""'), (1.3) 

donde ffi{a) = e^^'^di^ax corresponde al dual de la intensidad del campo de Maxwell 
y u)^°'{h) corresponde al dual de la conexion de spin sin torsion, linealizada {hj^*"" es 

simetrico, transverso y sin traza). Estas ecuaciones pueden escribirse para otros objetos 
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Introduccion 



y corresponden a otras teorias de spin 1 y 2 equivalentes a las autoduales, y que a su vez 
gozan de tener invariancias de calibre adicionales. En el caso de s = 1 la ecuacion tambien 
corresponde a una realizacion del algebra de Poincare si tomamos como campo matriz al 
dual del campo de Maxwell F^y{a). La teoria correspondiente es el modelo topologico 
masivo, para el cual se conoce bastante que bien que es dual a la teoria masiva autodual 
vectorial y resulta completamente equivalente si el espacio base es topologicamente trivial. 

ecuacion autodual de spin 2, puede verse que esta tambien se realiza si en 
lugar del hf^"' consideramos a la conexion de spin linealizada u^"" o al tensor de Einstein 
Linealizado G^°'. En el primer caso corresponde al modelo intermedio [5] y en el segundo 
la model topologico masivo linealizado ^ . Estos tres modelos tienen el mismo espectro y 
se ha visto que podemos a partir del modelo topologico masivo hasta el autodual fijando 
lasa simetrias de calibre que posee el modelo original j8] . 



En este trabajo veremos que, tal como sucede en los modelos vectoriales, los modelos 
de spin 2 estan conectados por transformaciones de dualidad que van incorporando las 
invariancias de calibre que distinguen a un modelo de otro. En el Capftulo 2 haremos 
una rapida introduccion al grupo de Poincare y sus representaciones, obteniendo asf de, 
manera heun'stica, las ecuaciones de movimieto que deben cumplir las realizaciones ma- 
sivas del algebra para spin entero (no nulo). Luego en el Capftulo 3 veremos como es 
la situacion entre los modelos vectoriales, como se conectan por dualidad y se asoman 
algunos resultados concernientes a la realcion entre las funciones de particion de los mod- 
elos considerados. En el Capftulo siguiente se repite el programa para los tres modelos de 
spin 2. 

Las notaciones y convenciones para las teorias de spin 2 se dan en el Apendice. 



Capitulo 2 



Ecuaciones de movimiento para 
particulas masivas con spin entero en 

D = 2 + l 



En este capitulo hacemos un pasaje rapido por el grupo de Poincare siguiendo lineamien- 
tos convencionales Introduciendo las particularidades que surgen en dimension 2 + 1 
veremos de manera heuristica cuales son las ecuaciones de movimiento movimiento que 
deben cumplir las distintas representaciones del grupo con masa y spin entero general- 
izando los resultados ya conocidos para spines bajos [TDJ. La presentacion no pretende 
ser rigurosa, sino mas bien de una forma que se vea como aparecen las ecuaciones de 
movimiento que deben satisfacer los campos que representan particulas con masa y spin 
entero. En los capftulos siguientes veremos que estas corresponderan a distintos modelos 
que estan conectados por transformaciones de dualidad en los casos de s = 1, 2. 



2.1 El grupo de Poincare y sus generadores 

El grupo de Poincare, tambien llamado de Lorentz inhomogeneo, esta corformado por las 
transformaciones que dejan invariante el intervalo dx^dx^. 
La ley de transformacion es 

^ x'^" = K^'ux" + (2.1) 

con una matriz que preserva la metrica de Minkowski (una matriz del grupo de Lorentz, 
0(3,1)) que satisface 

77^, = A\A'',?7Ap, (2.2) 

donde 77^1/ = diag{—l, +1, +1, ). es un vector constante, que genera una traslacion en 
el espacio tiempo. 
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Si representamos los elementos del grupo de Poincare por (A, c), A la matriz de Lorentz 
y c el vector de traslacion, el producto de dos elementos del grupo se representa por: 

(A2, C2)(Ai, ci) = (A2A1, A2C1 + C2). (2.3) 

Al cuantizar, estas transformaciones estaran representadas por operadores unitarios lin- 
eales o antiunitarios antilineales de forma de preservar la probabilidad de transicion entre 
est ados p. Asf 

U{\,c) = U{I,c)U{A,0), 

^ U{c)U{A). (2.4) 

Si U{c) = e~^'^'^^'' , con hermftico. Tendremos que 

U{c)U{c) = U{c + c'), (2.5) 

de donde 

[P^,P'']=0. (2.6) 
Si tomamos U{A) = e^'^''-'^'"' , entonces de (12. 3p 

U{c')U{A')U{c)U{\) = U{c')U{A'c')U{A')U{A), 

o 

U{A')U{c)U-\A') = U{A'c), 
de donde, al desarroUar las exponenciales, llegamos a que P'^ transforma como 

U{A)F^'U-\A) = {A-^Y^F" 
y adicionalmente, teniendo en cuenta que la transformacion es infinitesimal, i.e 

i[F", M^""] = r/^^P'^ - ?7'^"P'^. (2.9) 
Finalmente, del hecho que U^^{A) = U{A^^), tendremos que 

U{A')U{A)U-\A') = U{A'AA'-'), (2.10) 
de donde se obtiene las reglas de conmutacion del operador hermftico M'^'^ 



(2.11) 



2.1 El grupo de Poincare y sus generadores 
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En D = 2+1, tenemos la particularidad de que como M'^'^ = — M'^^ podemos introducir 
su dual 

r = ^e'^'^M.x, (2.12) 
y, entonces, las relaciones de conmutacion entre los generadores quedan como 

i[f>t^^^'^^ = (a), 

i[pA',r] = -e^^'^^Fx (b), (2.13) 
z[F,r] = -£^'"^Ja (c), 

que se refiere como el algebra entre los generadores del grupo de Poincare. Es facil ver 
que J° esta asociada a las rotaciones en el piano {U{R) = e*^-" , para Uij = —SijO) y J* a 
los "boost". 

Otra particularidad interesante de D = 2+1 es la consider acion de las transformaciones 
discretas impropias. En el caso de la inversion temporal la transformacion es la usual 

T 

{x^,x\x^) — ^(-x°,x\x2), (2.14) 

Sin embargo la inversion espacial ( ) corresponde a una rotacion 

de 180°, que es una transformacion propia, es decir detAjE = +1. En esta dimension la 
transformacion que se refiere como paridad, es la transformacion impropia 

P 

(x°, x\ x^) — > (xO, -x\x^). (2.15) 

Sean y la representacion matricial de las transformaciones de inversion temporal 
y paridad Los operadores que las representan seran 

T=U{7,0) , P = U{?,0). (2.16) 
Asi, para una transformacion (A,c) sucede que 

PU{A,c)p-^ = U{?A7-\7c) (a), 

TU{A,c)T-^ = T{7A7~\7c) (b), (2.17) 

con U{A, c) = I - zc^P^ + fw^^M^'^ + ■ ■ -. 

DesarroUando miembro a miembro en f l2.17p obtenemos 
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(a) 






(b) 






(c) 






(d) 



donde se han dejado los i explicitos dado que no sabemos si los operadores P o T son uni- 
tarios y lineales o antiunitarios y antilineales. Dado que P° ^ H (la energia), si tomamos 
/i = en fl2.18b ) notamos que si supieramos que P es antiunitario y antilineal Ilegariamos 
a una situacion fisicamente inaceptable. Asi P es unitario y lineal. Ananalogamente 
tomando ;Lt = en (12. 18b ). obtendremos que para tener una transformacion fisicamente 
aceptable requerimos que T sea antiunitario y antilineal. Por tanto (12.181) se escribe como 



a 



PM'^^p-i = T^^T^^M"'^, (b) (2.19) 

pp/^p-i = -T'^^P'^, (c) 
TW^P-'^ = -T'^^T'^/jM"'', (d) 

Para ver como transforman los J'^ notamos que bajo transformaciones de Lorentz la 
densidad de Levi-Civita permanece invariante. Asi en concordancia con el hecho de que 
M'^'^ es un tensor antisimetrico J" es una densidad vetorial de peso 1; y entonces 



PJ^p-i = (iet(lP)T'^X, (a) 

TFT-i = -det(T)T^^r. (b) (2.20) 



Observamos, asi, que bajo paridad e inversion temporal sucede que 



p/p-i = -f , TfT-^ = -f, (a) 

ppop-i ^ po ^ ppop-i ^ pO_ ^2.21) 

Como JI° tiene que ver con las rotaciones alrededor de un eje imaginario perpendicular al 
piano x^x^ con el sentido de rotacion positivo segun xi x X2, observamos que al liacer la 
reflexion — )■ —x^ este nuevo observador tiene el eje de rotacion positivo en el sentido 
opuesto. En otra direccion al hacer la inversion temporal el nuevo observador ve a los 
objetos rotar en sentido contrario. Estas dos afirmaciones estan explicitas en (12.21b ). Las 
transformaciones de P° en (12.21b ) son las que tienen sentido ffsico tal como argumentamos 
anteriormente. 



2.2 Casimires 
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Finalmente, el objeto P^J^ se comporta como un pseudo escalar 

TP^FT-i = det{7)¥^F, (2.22) 
PF^FP'^ = det{7)F^r. (2.23) 

Este tendra importancia en la seccion siguiente. 

2.2 Casimires 

Cuando estudiamos representaciones del grupo de Poincare, nos interesa los casimires del 
grupo, estos resultan ser naturalmente P^P^ y P^J'^. Para una particula de masa m en 
reposo estos tienen el valor [10] [TT] 

P^P^ = -m^ , P^F = -mf = +ms, (2.24) 

donde diremos que s es el spin de la representacion. Dado su analogfa con el concepto de 
helicidad, en algunos casos se le suele llamar "helicidad" de la representacion, quedando 
claro que no corresponde a una exitacion sin masa como sucede en 3+1 dimensiones. 
Finalmente notamos que, teniendo en cuenta f l2.2ip . al hacer una transformacion discreta 
de paridad cambia el valor de J° de s a — s. Se afirma, entonces, que una teon'a que describa 
una sola exitacion de masa m y spin s necesariamente sera sensible a las transformaciones 
impropias. Estas representaciones son unidimensionales y satisfacen las condiciones de la 
capa de masa 

(P^P^-m^)!^) = (a), 

y la de "Pauli-Lubanski" 

{F^F -ms)\ij) = (b). (2.25) 

Cuando intentamos realizar alguna de estas representaciones, introducimos objetos 
que transformen linealmente bajo el grupo de Lorentz homogeneo y entonces los grados 
de libertad adicionales se eliminan dando condiciones suplementarias adicionales. 

Recalcamos, para concluir, que en 2+1 dimensiones una particula de spin s y masa 
m tiene un solo grado de libertad [1^ (a diferencia del mismo caso en 3+1 dimensiones, 
donde tiene 2s + 1 grados de libertad). 



2.3 Realizaciones con s=l 

Para una realizacion del grupo de Poincare con s=l, usamos como objeto a un campo 
vectorial V^. Este transforma linealmente bajo el grupo de Lorentz. Al operador P^ lo 
realizamos como 
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(P^)'^^ = iS'^pd, (2.26) 

y al operador como 



(Jmi)% = -e\''x\¥,r^ + ie''^p (a), 

= {L% + {j% (b) (2.27) 

donde [L^)'p es la parte orbital usual. y J^i satisfacen, al actuar sobre vectores, el 
algebra (ETT^ 



z[P'^,P^]° = (a), 

i[WJ\rp = -£^'^"(Pa)^ (b), (2.28) 
^[r.JTp = -e^'^'du)^ (c). 

La condicion de Pauli-Lubanski se "lee" ahora como 

- mslYIV^ = 0, (2.29) 

(con s = ±1). En componentes 

{-e^^^df, - ms6"p)V'^ = 0, (2.30) 

de donde surgen las condiciones suplementarias dfj,V^ = y el vinculo 

y° = — —e'^WiVj dejandonos con un solo grado de libertad. Teniendo en cuenta la 

transversalidad de obtendremos que 

[-FX - msl] [FJ^l - mslfpV^ = 0, (2.31) 
que nos Ueva a la condicion de la capa de masa 

(-□ + m2)r" = (2.32) 

tanto para s = +1 6 — 1. 

2.4 Realizaciones con s = 2 



Para s = 2, el objeto que usaremos es un tensor h^^, simetrico. El operador (J2)po-"'' es 
ahora 



2.4 Realizaciones con s = 2 
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+ + ^l^c"" + + ^^e^'^^), (2.33) 

^ -e^V(p^)„/'^ + (J'^)„/^ (2.34) 

donde (IIs)^^'^'^ = 1(^2*^^ + ^a^J) y primer termino es la parte orbital. Es inmediato 
comprobar que actuando sobre tensores simetricos de segundo orden estos operadores 
satisfacen el algebra del grupo de Poincare. 

i[P^Pl,/'^ = (a), 

il^'.r.W = -e^''\'^x)c.r (b), (2.35) 

lir^xw = -e^''\Wc.r (c), 

La condicion de Pauli-Lubanski es ahora 

[(P^J^) - msl]„/" V = 0, (2.36) 

con s = ±2. 

Las condiciones suplement arias que impondremos son, ademas de la simetn'a, que el 
tensor sea transverso y sin traza 

a^V = ' V^''Ku = 0. (2.37) 
Asi, la ecuacion fl2.36p en componentes es 

- 2ea'"'dX'fi - mshll = 0, (2.38) 

donde /i^^ denota a un tensor simetrico, transverso y sin traza. Este tiene dos componentes 
independientes y puede verse que de estas solo se propaga una de ellas en fl2.38p . 

Finalmente la condicion de la capa de masa se obtiene si procedemos al igual que en 
fl2.3ip . En componentes 

{-2e^^'-5l-d, - ms5<t5l-){2eer^eA " ^^M^^pl = 4(-n + m')hf^ (2.39) 
para s = ±2. 
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2.5 Realizaciones con s = n, con n entero 

Los resultados de la seccion anterior pueden generalizarse para s = n entero . El objeto 
fundamental sera un tensor de orden n simetrico h^^^,^...^^, al cual imponemos que sea 
transverso y sin traza en un par de indices 



^'^^/^^ti^2-- M'i-i ~ ^^^f^J,\^^2■■■^^n-2 ~ 0- (2.40) 

Como un tensor simetrico de orden n tiene gg obtiene, teniendo en cuenta las 

condiciones subsidiarias, que el numero de componentes independientes es 

(n + l)(n + 2) n{n+l) {n-l)n 

2 2 2 ~ 

El operador asociado al momento angular (JI^^)o-io-2- -(t„''^''^ se generaliza como 

/TON PlP2-Pn _ _,>M,f^A/|]- N PlP2 -Pnp, _|_ . . . 

^ -e^'^x\p.).,.,_/^''-■''" + m....-.:'''-''^ (2.41) 

con (Is)^i^2...<^„^''""'^" = h.^ll^^al' ■ ■ ^^Zv donde {11x1^2- ■■ l^nj significa simetrizacion en 
los n indices. El primer termino en fl2.4ip es la parte orbital, en analogia con los casos 
vistos. Se comprueba que actuando sobre tensores simetricos de orden n estos operadores 
satisfacen el algebra del grupo de Poincare. 

Lo que sigue es la genaralizacion de la condicion de Pauli-Lubanski que es ahora 

[(«) - m.I]^^^^...^/^''--''" V,,...,„ = 0, (2.42) 

con s = ±n. Teniendo en cuenta las propiedades y condiciones subsidiarias de hp-^p^...p^, 
esta ecuacion queda en componentes como 

- neprdXl2P.-p. - ^^C-P. = 0' (2-43) 

La condicion de la capa de masa (— □ + 'ni^)h^lp2-.-p„ = se obtiene directamente de 
forma analoga a los casos de spin 1 y 2. Para ver que finalmente se propaga una sola 
excitacion notamos que h^lp^...p„ se descompone en dos partes irreducibles 

uTt{±) =\(f{rt t^<^^f{rt \ ^2 44) 

"'Plp2-Pn 2 \ P^P2"f" |-| 1 "o-p2P3-Pn ) ' \^-^^) 

con lo que (12.431) queda como (s = n) 
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de donde observamos que en la capa de masa solo una de las partes se propaga. 

Para finalizar este capitulo sefialamos que, aunque en este trabajo nos abocaremos 
a teorias de spines 1 y 2, hay estudios realizados con distintos modelos que constituyen 
realizaciones para s = 3,4, ■ ■ ■ [7][I^. 
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Capitulo 3 

Dualidad para teorias con spin 1 



En este capitulo mostraremos que dos realizaciones posibles con s = 1, estan conectadas 
por una transformacion de dualidad. Los modelos difieren en las simetrias de calibre 
que tiene cada uno, pudiendo conectarlos igualmente fijando el calibre en uno de los 
modelos. El proceso de dualidad que seguiremos y que luego generalizaremos a spin 2 
esta desarrollado en la referenda [13] . 

A nivel de las funciones de particion se vera que estas difieren en un factor topologico 
el cual es sensible a la topologfa de la variedad base. 

En la discusion tambien veremos que, asi como se sabe que las acciones de los mod- 
elos, que describen particulas masivas con un spin dado, deben ser sensibles a paridad e 
inversion temporal, puede mostrarse que el modelo de Proca se desacopla en dos modelos 
que corresponden a exitaciones masivas con spines opuestos, cuya presencia es necesaria 
para tener un modelo invariante bajo estas transformaciones discretas. 

Este capitulo servira de base para la discusion del capitulo siguiente donde trataremos 
la dualidad entre modelos de spin 2. 

3.1 Los modelos como realizaciones del algebra de 
Poincare 

Para la descripcion de una teon'a masiva con spin 1, tomamos como objeto a un campo 
vectorial V^. Tal como discutimos en el capitulo anterior a condicion de Pauli-Lubanski 
se escribe en componentes como 




de donde ocurre que d^V^ = 0. La teoria que tiene a (13. ip como ecuacion de movimiento 
corresponde al modelo actual (SD) 
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Dualidad para teorias con spin 1 



SsD = y d'xiV^e>'''''d,Vx + msV.Vn, (3.2) 

con s = ±1. Puede verse que los generadores asociados a la invariancia de la teon'a 
por el grupo ISO{2, 1) satisfacen el algebra de este grupo y que el spin es efectivamente 
s(+l 6-1) [I5][IS]. 

En 2 + 1 dimensiones, un vector es el dual de un tensor antisimetrico, digamos F^,^. 
Asf la ecuacion (13. ip se escribe igualmente como 

{e;''d,-msS^p)i^-e^^'^F,^) = 0. (3.3) 
La condicion d^^V^ = es ahora 

e'-'%F,, = 0. (3.4) 

cuya solucion local es F^i,{a) = d^a^ — dya^. Resulta que (13.41) es justamente la identidad 
de Bianclii que satisface el tensor de Maxwell, F^y, en dimension 2+1. 
Asf ( 13.31) y (13. 4p se juntan en una sola ecuacion como 

{e-^pd,-ms5$)f{a)=Q, (3.5) 

con f^{a) = ^e'^^^ Fy\{a) . Estas son la ecuaciones de movimiento del modelo Topologico 
Masivo (TM) [2j cuya accion es 



Stm = j d='x(--F^,(a)F^^(a) + — a^e^^'^^aA, (a) 

= ^Jd'xif,ia)na)+msaJ^ia)), (b) (3.6) 

donde s = ±1. Es importante recalcar que si empezaramos con la accion autodual con 
las ecuaciones de movimiento seran igualmente equivalentes a las del 
modelo TM a nivel local. 

Las ecuaciones (13. 6p son invariantes bajo las transformaciones de calibre Sa^ = df^X. 
La componente de (13.50 es la ley de Gauss modificada, que luego en el procedimiento 
Hamiltoniano pasa a ser el generador de las transformaciones de calibre de los Oj, siendo 
ao el multiplicador de Lagrange asociado. Una vez fijado el calibre nos quedara un solo 
grado de libertad, como debe de ser. 

La teoria TM es tambien una teorfa covariante bajo el grupo IS0{2, 1) y tiene spin 
s(+l 6- 1) P]. 

Tal como vimos en el capftulo anterior la condicion de Pauli-Lubanski es sensible a 
paridad e inversion temporal. Tanto el modelo SD como el TM poseen esta caracteristica 
si consideramos transformaciones discretas P y T. Bajo estas transformaciones sucede que 
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Pao{x)P ^ = ao{xp), 
Pai{x)p-^ = -ai{xp) 
Pa2{x)P~^ = a2{xp), 



(a) 



(3.7) 



TaQ{x)T 
Tai{x)T 



— 1 



aoixr), 
-ttiixr) 



— 1 



(b) 



con 





igualmente sucede con V^(x) en el modelo autodual. En ambos casos el termino de 
Cheen-Simons (CS) a^e^^^dyax (6 V^e^''^dyV\) cambia de signo. Asi una transformacion 
combinada PT deja invariante a este termino. Tenemos que los modelos SD y, TM son 
sensibles a paridad e inversion temporal. El spin de las exitaciones en el modelo SD y TM 
es s = 1^ [2] [E] [I5] [16] , asi al cambiar del signo del termino de CS sencillamente cambia 
el spin de la exitacion, por tanto las transformaciones impropias nos llevan a un modelo 
de igual tipo pero con spin opuesto. 

Una diferencia notoria de caracter topologico entre los modelos TM y SD es que 
en la ecuacion (13. ip del modelo SD las unicas soluciones correspondientes a F^i^iV) = 
son las triviales (V^ = 0), en cambio para la TM en (13. 5p las soluciones triviales 
y no triviales estan explicitamente incluidas. Tenemos, por tanto, que el espacio de 
soluciones de ambos modelos son diferentes y difieren al menos en un sector asociado con 
las soluciones no triviales de F^j, = el cual esta mtimamente relacionado con el primer 
grupo de cohomologi'a de la variedad base. Este espacio es precisamente el espacio de 
soluciones del modelo de Chern-Simons puro fl9\ 120]. 

Si queremos una teon'a que preserve P y T debemos tener presente dos exitaciones con 
spines opuestos (e igual masa). Este es el caso del modelo de Proca 



el cual puede verse que es invariante bajo estas transformaciones discretas. Para corro- 
borar la afirmacion hecha, reescribimos la accion (13. 8 p a primer orden 



donde es un pseudo- vector para mantener la invariancia bajo P y T en la accion (13.91) . 
Haciendo variaciones respecto a obtenemos b'^ = f^{a) que al sustituir en Sp nos Ueva 
a (13. 8p . Si hacemos el cambio 




(3.8) 




(3.9) 
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{ai^, + a2^), (a) 



V2 



m 



02m), (b) 



(3.10) 



V2 



y sustituimos en fl3.9p obtendremos, eliminando las contribuciones de borde 



Sp 



10 



2 



1 



/ 



(fx[-£^''^ai^d^aix + mai^a^ + 



(3.11) 



que corresponde a dos modelos SD desacoplados. Uno con s = — 1 (el de ai^) y otro con 
s = +1 (el de a2^). 

Las transformaciones P y T las definimos ahora de forma que incluyan un intercambio 
de los campos ai^ y 02^. Asi el caracter pseudo-tensorial de aparece y (13. lip queda 
invariante. En el capitulo siguiente cuando veamos las teorias con s = 2 veremos que esta 
situacion reaparece con el modelo de Einstein-Fierz-Pauli. 

Pasamos ahora a conectar los modelos SD y TM por dualidad. 



El esquema de dualidad que utilizaremos es el siguiente [13] [S]: partiendo de la teoria 
SD con un campo vectorial a^, introducimos un acoplamiento de la teorfa original con otro 
campo vectorial el cual forzamos a que corresponda a una conexion plana {Ffj,^{A) = 0) 
por la via de un multiplicador de Lagrange B^. La teoria acoplada con a^, j es 
equivalente localmente al modelo SD. . La teoria dual correspondera a la teoria resultante 
luego de eliminar a. j A^ usando las ecuaciones de movimiento. Este proceso de 
eliminacion es equivalente al que hicieramos en la integral funcional. 
Empezamos, asi con el modelo autodual 



En variedades triviales el primer termino de esta accion es equivalente a otro escrito de 
la forma e'^'^^{a^ + Af^)d,y{ax + A\) si el campo auxiliar A^^ le es impuesta la condicion 
Ffj_^{A) =0. En variedades no triviales no tiene porque ser asi y por esta via a las 
propiedades topologicas no triviales pueden ser introducidas dentro de la formulacion. 
El modelo acoplado sera 
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(3.12) 
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SsD = -^ I d^x[e^''\a^ + A^)d,{ax + Ax) + (3.13) 

donde el campo 5^ aparece como un multiplicador que forza a. A^ a. ser una conexion 
plana {ei'''^dxAx = 0). 

Las ecuaciones de movimiento del modelo Ssd, al liacer variaciones independientes en 
los campos, son: 

-m'^a^ -me'"'^d^{ax + Ax) = (a) 

e^''^d,{ax + Ax + Bx) = (b) (3.14) 
e^^^d^Ax = (c) 

las cuales son invariantes bajo las transformaciones de calibre 

SA^ = d^Ai 5B^ = d^K2- (3.15) 

La invariancia de calibre asociado a ^4^ y la ecuacion fl3.14b ) permiten, localmente, elim- 
inarlo de la accion {A^ = (9^A ~ 0) recuperando la accion autodual usual (la ecuacion 
13.14b permitira, ahora identificar con i?^). Nos interesa ver cual es el modelo asociado 
con solo el campo B^. Llamemos 



la ecuacion f l3.14b ) dice que 



y escogemos el calibre 



A^ = a^ + A^ + B^, (3.16) 
e^''^d,Ax = 0, (3.17) 



d^A" = 0. (3.18) 

De (13.171) tenemos que = 0, asi 

B^ = -{a^ + A^). (3.19) 
Sustituyendo f l3.17p y f l3.19p en fl3.13p llegamos a 



Ssd 



j d'xi-e^^'^B^d.Bx + maX - 2B^£>'''^d,ax), (3.20) 



m 

, =0 ~ ~ 2" 

ahora el papel de es como un campo auxiliar. El modelo resultante resulta ser una 
version a primer orden de la teorie TM. De hecho, las ecuaciones de movimiento de 
son 
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m 



e^'-^d.Bx, (3.21) 



que al sustituir en f l3.20p nos llevan al modelo TM en funcion de 



s. 



SD 



= Stm 
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dM--F,,{B)F^''{B) + -e^-^B^d^Bx), (3.22) 

Los calculos "on shell" hechos hasta aliora pueden hacerse desde el punto de vista 
de la integracion funcional y nos permitiran obtener una relacion entre las funciones de 
particion de los modelos SD y TM. Notemos que fl3.13p puede escribirse como: 

~ 777 I 

SsD = -y / d^x[e'"'^a^d^ax + ma^a'' + 

+ (2a^ + 2B^ + A^)e''''%Ax], (3.23) 
j d^x[-£^"'^B^d^Bx + ma^a^ - 2B^£'"'^d^ax + 
+ (a^ + B^ + A^)e>'''^d,{a^ + B^ + A^)], (3.24) 



m 
' 2" 



donde observamos que si liacemos el cambio de variable 2^4^ — A^ = B^ en (13.231) nos 
queda el modelo SD mas un termino BF. La funcion de particion de este ultimo es la del 
modelo Cheen-Simons (CS) puro al cuadrado Asi 

%^ (X ZsD ■ {Zcsf (3.25) 

la parte Zcs tiene caracter estrictamente topologico y esta relacionado con la torsion de 
Ray-Singer [18]. For otro en (13.241) observamos que en la integral funcional es posible 
hacer la integracion en A^ (entendiendose que deba hacerse todo el proceso de fijacion de 
calibre) produciendose un factor Zqs Y el resto es la accion TM. Asf 

Zg^^ cx Ztm ■ Zcs- (3.26) 

Tenemos, entonces, que 

oc ZsD ■ Zcs (3.27) 



-'TM 



que es un resultado conocido 

Concluimos que el modelo SD vectorial 
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SsD = j d^xie^^'^af.duax + ma^a^) 
es dual al modelo TM vectorial 

/I 777 

y sus funciones de particion difieren en un factor topologico asociado a la torsion de Ray- 
Singer cuyo valor es sensible a las propiedades topologicas de la variedad base. Cuando la 
topologia es trivial estos modelos son completamente equivalentes [1] [H] [IH] [13] [20] • 
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Capitulo 4 

Dualidad para teorias de spin 2 



En este capitulo se presenta el resultado crucial de este trabajo, donde se generaliza la 
dualidad existente entre los modelos de spin 1 a los de spin 2, reafirmando el hecho ya 
conocido de que los fenomenos que pueden predecirse para las teorias vectoriales tienen 
su analogo en los modelos con spin 2 |T7j. 

Veremos que los modelos asociados a la condicion de Pauli-Lubanski en este caso 
resultan ser tres: el modelo autodual de spin 2 (SD) [5], el modelo intermedio (TI) [5] y el 
modelo topologico masivo linealizado [2] . Luego pasaremos a la generalizacion del metodo 
usado en la referenda [13] a estos modelos. La notacion que utilizamos esta expuesta en 
el Apendice. 

4.1 Las acciones involucradas y su relacion con la 
condicion de Pauli-Lubanski 

En la discusion que dimos relativa a las realizaciones del algebra de Poincare con s = 2 
el objeto considerado fue un tensor de segundo orden, simetrico, transverso y sill trcLZcL 

/iJ^ = C d>^hlt = 0, h^l' = 0, (4.1) 

y la parte asociada al spin del momento angular, la realizamos con el operador (ver fl2.34p ) 

ir2)ar = li^le'^^P + 5le"% + + (4.2) 

Asi, la condicion de Pauli-Lubanski queda como 

\[{r^,)±2mlW-hZ = ^. (4.3) 

Este objeto simetrico, transverso y sin traza, tiene dos componentes independientes. Sin 
embargo en fl4.3p puede verse que solo uno de ellos se propaga. De hecho en este objeto 
podemos distinguir las partes h^^J'^^ y /i^"^* [S][T7] 
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= li^Z ± k""^^ + (4.4) 



2L ap 2 

5m 



con ^Q,"^ = Sa'^^Pfi, y Pn = -T- Realizando al operador como id,, MA\\ se escribe como 



Asi 



= 7;[V T T^.iVWlhZ- (4.5) 



hZ = + h-J (4.6) 

Krh^'U = 2^'^\Kr - K?) (4.7) 

Vamos, entonces a (14. 3 p con (14. 6 p y (14. 7p . obteniendo 

- (n^/^ T m)h;j' - (D^/^ ± m)/.;r = 0. (4.8) 

Vemos de esta forma que en la capa de masa (D^/^ ~ \m\) una de las dos componentes 
irreducibles tiene propagacion dependiendo del signo de m. 
Volviendo a la ecuacion (14. 3p . en componentes queda como 

T£„^-^9X« + ^^S = 0. (4.9) 



Teniendo en cuenta la expresion de la conexion de spin de torsion nula cuando h^i, = 

u.uih'^') = e/^dXt, (4.10) 



hj^l (ver el Apendice 



asf (14. 9 p puede escribirse como 



hll = ±-co^^{h^'), (4.11) 



m 



que es como una "condicion de autodualidad" en h'^ y la conexion Ua/s que generaliza la 
que aparece en el caso vectorial. 

La accion que nos Ueva a la ecuacion (14. 9 p luego de eliminar los grados de libertad 
espiirios es la accion autodual (SD) [5] [6] 

771 S / 771 S 

S^D = J d'x[h,,e'^'''d.h/+—ih,,h''^-h>;h:)], (a) 

J d'x K''[e^'-^iiabd, + ^eafec^^'^^^^A', (b) (4.12) 

j d'xh,'^K^\\h,\ (c) 



ms 
'T 
m 
~2 
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con s = ±2. En (14. 12b ) se expresa la accion autodual de esa forma para recordar que 
estamos pensando a /i^" como la linealizacion de la triada, igualmente queda claro cual 
es el operador de evolucion de la accion autodual 

K^'a\ = -'-{e>''''Vabd. + '^e^.ce^^PSl). (4.13) 

El campo h^y en f l4.12p no tiene simetrias. Uno podria pensar que, dado que la ecuacion 
(14. 9 p solo involucra la parte simetrica, que la parte antisimetrica de h^j^u tiene poco que 
ver, lo cual no es cierto. Para ver esto hagamos la descomposicion 

h^p = H^y + Sfj^yxV^ con H^^ = H^^ 

±2V^{dpHP^ - d^HP) ± e^^^V^dyVx - 2mV^V% (4.14) 

donde observamos que la parte antisimetrica aparece en su parte cuadratica como una 
exitacion autodual de masa 1\m\ y que ademas interactiia con la parte de spin 1 del 
Hf_iu{^ d^H^y) la cual se propagan'a con masa 2\m\ si no estuviera V^. El campo 
aparece entonces como un campo auxiliar cuya funcion es cancelar la propagacion de 
la parte de spin 1 de Hfj_y. Las partes de spin tampoco tienen propagacion alguna 
dejandonos solo con la parte /i^* de hfj,^. 

Se puede realizar el analisis canonico de la teon'a SD corroborandose que hay un 
solo grado de libertad y de que el hamiltoniano asociado es definido positivo [3][T7][22], 
independiente del signo ± que solo tiene que ver con el spin de la excitacion. Este analisis 
se hace por la via de la accion reducida y ademas permite verificar que la teon'a es 
covariante on shell y que el spin es s = 2|^ = ±2 |22j. 

Tanto la condicion de Pauli-Lubanski (14. 3 p como su expresion (14. 9p . nos sugieren que 
podrfamos pensar en su ecuacion de movimiento sobre los grados fisicos en funcion de un 
tensor que sea 2-covariante, simetrico, transverso y sin traza. En este punto traemos a 
colacion el hecho que para la conexion de spin lienalizada y el tensor de Einstein linealizado 
sucede que (ver el Apendice) 



W. 



Tt 



(4.15) 



(4.16) 
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Tendremos, entonces, dos ecuaciones mas asociadas a teorias de spin 2. 



±2mlU'"W^^{h'') = 0, (a) 

±2mlU^''G^^l{h'') = (b). (4.17) 

En el primer caso las ecuaciones de segundo orden corresponden a la teoria intermedia 
(Tl) [5] y en el segundo caso el sistema de ecuaciones de tercer orden corresponden a 
la teoria topologica masiva (TM) linealizada [2|. Ambos modelos se pueden estudiar de 
forma canonica y se prueba que describen un solo grado de libertad y que el spin es 
5 = 2^ [2] [IT] 0. 

Recordando la forma en que se escribe la accion SD y la forma de la conexion de 
torsion nula (ver el Apendice) 



ul{h) = W;{h) 

= \5le^''^%{K, + h,^)-d^K,] (4.18) 

estas acciones (de la TI y la TM) se pueden escribir como 



Sfnt = ±f / ^'xK'^K^WUv.'ih) (a) 



= Se±- j d^xh^'^e^^^'^dMa (b) (4.19) 

Stm = -W,\h)K^\\-W^\h), (a) 

2 J m m 

= -Set"^ J d'x ^W,^ih)e>^'''^d,Wx\v)Vab- (b) (4.20) 
El ultimo termino en (14.20b ) se desarroUa como 



1 

~2 

= S,, (4.21) 
donde C^'^{h) es el tensor de Cotton linealizado. 
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La accion de Einstein en f l4.19p y f l4.20p se escribe en cualquiera de las formas 

= d^x V^,,5^'^9,iyA'(/i), (b) (4.22) 

= d^xeabc£'"'^SlW^\h)Wx''ih). (c) 

Para resumir lo obtenido hasta ahora con las acciones de spin 2 involucradas y que 
realizan la condicion de Pauli-Lubanski definimos: 

Stcs = \j d^x h^''s'^''^dM'vab (a) 

Sfp = -\j d^xeabce^''^K''K'6l (b) (4.23) 

cuyos nombres vienen del termino triadico de Chern- Simons (o tambien Uamado termino 
traslacional de Chern-Simons) |23] y del termino tipo Fierz-Pauli, respectivamente. Con 
estas definiciones tenemos que las acciones de spin 2 masivo a considerar se escriben como 



SsD = TmSrcs + m^Spp, (a) 

Sf^, = ±mSTcs + SE, (b) (4.24) 

^TM = T—Sc — Se, (c) 

donde el signo ± no influye en la positividad de la energfa, pero si en el spin. El signo fijo 
que aparece en cada accion si tiene que ser asi para que la energfa sea definida positiva. 
Es notorio que en la accion Stm el signo del termino de Einstein es opuesto al usual. 

La accion que realiza la condicion (14. 17b ) es invariante, salvo un termino de 
borde, bajo transformaciones de difeomorfismos linealizadas, que sera una invariancia de 
calibre de la teorfa. Analogamente la ecuaciones de movimiento de (14.17b ) ademas de 
ser invariante bajo difeomorfismos, tambien lo son bajo transformaciones de Lorentz, asi 
que Stm tiene estas dos invariancias de calibre. De heclio la accion Stm solo depende 
de la parte simetrica de h^^- Veremos que en el proceso de dualidad lo que haremos es 
ir agregando invariancias de calibre y aumentando el espacio de soluciones incorporando 
soluciones no triviales de oj^uih) = (en el caso de la TI) y de G^y{h) = (en el caso de 
la teorfa TM). En sentido contrario uno podrfa ir fijando calibre y pasar de la teorfa TM 
a la Tl y de ahf a la teorfa SD. Esto fue realizado hace un tiempo en 

Una propiedad que comparten todas estas acciones es que la presencia de los terminos 
con la densidad de Levy-Civita son sensibles a las transformaciones discretas P y T. De 
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hecho al hacer alguna de estas transformaciones pasamos a una teoria del mismo tipo pero 
que describe el spin opuesto. Cabe aca preguntar si es posible, en analogia con el caso 
vectorial, construir una teoria que describa excitaciones de spin 2 y que sea invariante 
bajo P y T. La respuesta es que si y para verlo tomemos el modelo de Einstein masivo 
descrito por 

S = Se + m^Spp, (4.25) 
el cual a primer orden se escribe como 

S=^jd^x \2hle^''^d,w^'r^ab - eabce''^%{m%''h,' + u;/^/)] , (4.26) 

donde queda claro que el campo w aparece de forma auxiliar como un pseudo tensor de 
segundo orden para garantizar la invariancia bajo las transformaciones impropias P y T. 
Al hacer variaciones respecto a el obtendremos que es la conexion de spin de torsion nula 
linealizada, que al sustituirla nos Ueva a la accion original de segundo orden. Si hacemos, 
en analogia con el caso vectorial, el cambio 

V = + (a) 

V = ^(/ii/-V), (b) (4.27) 

y sustituimos en f l4.26p la accion se desacopla en dos modelos autoduales con igual masa 
(m) y spines opuestos 

S ^ Ssnlh] + Sj^lh]. (4.28) 

Ahora, si al hacer una de estas transformaciones discretas incluimos el cambio entre los 
campos hi^^ y /i2^" esta permanece invariante. 



4.2 Dualidad Ssd — > Sint 

En esta seccion generalizaremos el procedimiento Uevado a cabo con los modelos vectori- 
ales [I3][2l]. Partimos de la accion (14.241) 

711 S / 777 S 

SsD = -^ J d'x {hle^^'^dMa + —Eab^e^'^^hldl). (4.29) 
La funcion de particion de esta accion es 

Zsd{Q) = N j DVe"^"°- (4.30) 

El primer termino en (14.291) es invariante, salvo un termino de borde, bajo la suma a 
/i^ de d^h"". Asi le sumamos el campo auxiliar H^a 
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e imponemos la condicion 



j d=^x {h; + H;)e''''^d,{hxa + Hxa), (4.31) 



e^^'-d^Hxa = 0, (4.32) 



que nos permite realizar la transformacion de dualidad. De liecho fl4.32p es equivalente 
a tomar Wff'i^H) = 0. Viendo la forma de W^"(i/) obtendremos que (14.321) obliga a 
que localmente H\a = d\ba, que es calibrable via transformaciones de difeomorfismos. 
Tenemos que la solucion de fl4.32p es puro calibre y se recupera Ssd f l4.24p . En general 
para incluir soluciones generales de W^(//) = 0, se forza fl4.32p con un multiplicador de 
Lagrange. La accion a considerar es entonces 

Ssd = Jd'x[ihl + H;^)e''''^d,ihxa + Hxa) + 

711 S 

+ ^e,bce'''''h';^hl5l - 2B,,e>^-''d,HU, (4.33) 
si en el ultimo termino hacemos el cambio 

B^a Ka - \^l^.aK. (4.34) 

este toma la forma \^aW^"'{H). En la integral funcional este termino promueve una 
5{W^°'{H)) posiblemente debiendo tener en cuenta algunas sutilezas de caracter topologico |25] 
que no pretendemos abordar en este trabajo. Podremos asi recuperar Sad a nivel de la 
accion o de su integral funcional. El proceso de dualidad que desarrollaremos lo que pre- 
tende es ver cual es la accion que resulta luego de eliminar los campos y dejar la accion 
que resulte para el multiplicador B^a- La accion que quede sera la del modelo dual. 
Veamos el proceso a nivel de la accion. Las ecuaciones de movimiento (14.331) son: 



^ = ^ -e^^^5,(/iA" + H^"") - "^eV'K'Sl = 0, (a) 



_6S_ 

ss 



^ -e'^'^^d^ihx'' + H^'' - S/) =0 (b), 

e>"'^d^Hx^ = 0. (c) (4.35) 



Las ecuaciones de movimiento son invariantes bajo las transformaciones de calibre 
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6BI = aAC-(b) (4.36) 

La ecuacion fl4.35b ) puede resolverse localmente permitiendo calibrar iif^ y al ir a 
f l4.33p recuperamos (14.241) . Para que emerja la teoria dual observamos que de (14.35b ) 

i// = Sa'^ - /i/ + /a'^ (a), 
con e^'^^d^x" = (b) (4.37) 

que sustituimos en (I4.33p 

SsD = SsD 



ms 

(37) 4 
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ms 



+2S/£'^''^9,/iAa]. (4.38) 

Que corresponde a una version a primer orden de Sint- De hecho, si en Ssd hacemos 
variaciones respecto a /i^a 

y asf (ver el Apendice) 



V = Vr/\i?A' 



- — W^/(5) (4.40) 
ms 



que nos permite eliminar a /i^", quedandonos el modelo dual 



■^'d' = -— / d^xhS/e^^^S.^Aa eabce^-^W,\B)Wj'{B)5l + 

4 y ms 



+— V^^''^vM^a"(S)], 
ms 

ms 

^.nt(5) (b) (4.41) 



j d^x S/£^^^9,Sa. + Se{B), (a) 



4.2 Dualidad Ssd — > Smt 
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Es importante notar que en el modelo dual el termino TCS aparece con un signo 
opuesto al que tiene originalmente en la teoria SD de partida. Este cambio no esta 
asociado a un cambio de spin, ese es el signo que debe tener para que describa el mismo 
spin que el modelo de partida. Notemos que en el calculo se mantuvo el valor de s sin 
especificar para que sirva a ambos casos (s = ±2). 

Para conectar las funciones de particion notamos que en (14.381) podemos "completar 
cuadrados" 

+ /l/£'^'^^a,/lAa (4.42) 

asi 

SsD = Stnih) + STcsiB-h) (4.43) 

y entonces 

(X Zss^Zs^cs (4.44) 
« Zs.„, (4.45) 

Haciendo un procedimiento analogo en Ssd obtendremos 

Ssd = SsD{h) - —Stcs{H + h-B), (4.46) 

de donde entendemos que al sustituir (14. 37b ) el proceso correspondiente en la integral 
fun clonal equivale a hacer la integral de H^a = H^a + h^a — B^a, incluyendo los terminos 
de fijacion de calibre, produciendo un factor Zsj-^s- 

Observamos en (14.441) que las funciones de particion del modelo dual (Smt) J el modelo 
SD diferiran en un factor asociado a la funcion de particion del modelo TCS, el cual esta 
asociado a soluciones de uj^"'{h) = 0. El significado topologico o no trivial que pueda tener 
este factor merece ser estudiado. Este podria cobrar valor si consideramos variedades con 
topologia no triviafl. 

El procedimiento que seguimos incorporo la invariancia de calibre bajo difeomorfismos 
y ya es conocido que Sint J Ssd se conectan fijando el calibre en el primero [S]. Esta 
situacion es analoga al caso vectorial. Pasamos ahora a la dualidad entre el TI y la TM 
donde incorporaremos la invariancia que falta: la invariancia bajo transformaciones de 
Lorentz linealizadas. 



^La dualidad vista desde el punto de vista de las funciones de particion ha sido considerada reciente- 
mente de forma mas completa e independiente enj26) 
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4.3 Dualidad Sint — > Stm 

Partimos, ahora, de la accion intermedia con el termino de Einstein escrito a segundo 
orden orden 

1 / 777 S 

S^nt =2]"^'^ [h^^e^'^d^uUh) + —K^e^^^d.hxa]. (4.47) 
Esta accion es invariante, salvo un termino de borde, bajo 

5hl = d,C (4.48) 

que corresponde a la invariancia bajo difeomorfismos linealizada. Podemos observar 
tambien que la parte que corresponde al termino de Einstein es invariante, salvo un 
termino de borde, bajo la transformaciones de Lorentz linealizadas 

5V = ^r^^r, Soj^'^ih) = -d,r. (4.49) 

Esta invariancia no la tiene el termino TCS. Para promoverla modificamos el termino en 
forma analoer antes 

j d^X {h^ + H';^)e^'-^d,{h^a + ^Aa), (4.50) 

e imponemos, ahora, la condicion 

e'^^'^d^WUH) = -G^\ = 0, (4.51) 

con W\a{H) = {r]^aVxb — ^VxaVfib)^^'"^ dpHa-^ , que corresponde a la conexion de spin lin- 
ealizada de torsion nula. Localmente la solucion de f l4.51j) es "puro calibre" y permite 
recuperar el termino TCS y asf la accion intermedia. Globalmente este no sera el caso. 
Empezamos asi con la accion 

+2B^''e^''^d,WxaiH)], (4.52) 

donde hemos introducido a un multiplicador que forza la condicion (14.511) . 
Las ecuaciones de movimiento de (14.521) son 

=^ e''''^d,[uj,%h) + —{h,^ + i//)] = 0, (a) 



ms 



Sh^a 2 



=^ e^''''d,[Wx''{B) + ^(/i/ + Hx^] = 0. (b) 



= 0^ e'"'^d,Wx''{H) = 0, (c) (4.53) 



4.3 Dualidad Smt — Stm 
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Estas son invariantes bajo las transformaciones de calibre 

5hl = ex''%, 5HI = -ex'^'h, Bl = sx^'h (4.54) 

donde observamos que ha si do promo vida la invariancia bajo transformaciones de Lorentz 
ausente en (14.471) . La invariancia de calibre asociada a y la resolucih local de (14. 53b ) 
permiten recuperar la accion intermedia. Para obtener el modelo dual primero notamos 
que podemos tomar 

i^A" = -/iA'^ - — W^A"(i?) + /a" (a), 
ms 

con e'^'^dJx'" = 0, (b) (4.55) 
que sustituimos en (I4.52p . Uevandonos a 

S.,nt = ^ / [V^^'^^5.(^Aa(/i) - 2Wxam ' ^W^"" iB)e'^''^d,WxaiB)]- (4-56) 
Ahora hacemos variaciones independientes en (I4.56P respecto a /i^a y obtenemos 

e^"'^d^Wx''{h -B) = 0. (4.57) 

Usamos la invariancia de calibre Lorentz y de difeomorfismos para fijar h^'^ = y 
finalmente sustituyendo esta fijacion en (I4.56P obtendremos 



odual o 



(3.57) 



= -\j d^x[e''''^B^'^d,Wxa{B) + ^W^\B)e>'-^d,Wxa{B)l 

(4.58) 

= Stm{.B). 

Notamos que el primer termino en (14.580 corresponde a la accion de Einstein con el signo 
opuesto al usual, tal como debe suceder en la accion topoOlogica masiva. 

En el proceso cuando pasamos de Sint a Smt agotamos la libertad de calibre asociada 
a Hfj,a en el modelo original. En el pasaje a Stm agotamos la asociada a h^a, dejandonos 
finalmente con la invariancia bajo transformaciones de Lorentz y de difeomorfismos lin- 
ealizados en B^a- De hecho puede verse que su parte antisimetrica no aparece en (I4.58p . 

Para ver la relacion entre las funciones de particion observemos que Sint puede es- 
cribirse como 

-\ ! d^'x [£"^"S/a,M^Aa(5) + —W^''{B)e^'^^d,Wxa{B)]. (4.59) 
I J ms 
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La primera integral en (14.591) corresponde a 5'^; en el campo h^"" — B^'^, la segunda integral 
es presisamente Stm- Asi podemos hacer la integral funcional en h^a = h^a — B^a, 
introduciendo los terminos de fijacion de calibre que correspondan y quedarfa la integral 
de la TM. Asf 

Z~ ^Zs,,,Zs,. (4.60) 

J int 

El factor que tiene que ver con la accion de Einstein esta en correspondencia con la fijacion 
de calibre que se tuvo que hacer para llegar a la accion Stm{B). En otra direccion Sint 
puede reescribirse como 



■ — ' 1 / 711 S 

+ (2V - 2/^/ - H^''e'^''^d,WUH)l (4.61) 

donde vemos como que se han " aislado ' ' los terminos que tienen que ver con la accion de 
la TI expresados en funcion del campo /i^a = ^/^a + Hfia- Al plantear la integral funcional 
redefinimos ademas -B^a = 2S^a — 2/i^a — H^a- La integral funcional sera la de la accin 
intermedia por un factor que, al igual que en el caso de la accion BP del caso vectorial, 
debe ser proporcional al cuadrado de la funcion de particion de la accion de Einstein. Asi 

%„,oc^5.„.(^5j'. (4.62) 
Teniendo en cuenta fl4.60p y (I4.62p concluimos que 

que relaciona las funciones de particion de las acciones Stnt J Stm- 

4.4 Conclusion 

Hemos visto que hay tres modelos asociados a la condicion de Pauli-Lubanski con s = ±2. 
Uno es el modelo autodual (SD) 

3^0 = -"^ j d'x h,^[e^''\,d, + 'I^e,,,e^^P6;]hx\ (4.64) 
el cual no tiene invariancias de calibre. Le sigue el modelo intermedio (TI) 

1 / 777 S 

S^nt = 2 y K''e^''^d,uUh) + — /i/£^""9,/lAa] , (4.65) 

el cual es invariante, salvo un termino de borde, bajo las transformaciones de difeomor- 
fismos linealizadas 

Sh';, = d,C. (4.66) 



4.4 Conclusion 
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Finalmente esta el modelo topologico masivo {TM) 




I 



(4.67) 



el cual tambien es invariante bajo difiemorfismos y explicitamente invarianle bajo trans- 
formaciones de Lorentz = ^nah-i dado que la parte antisimetrica de /i^a no aparece 
en la accion. 

Vimos que se puede pasar por una transformacion de dualidad del modelo SD al 
TI incorporando ademas la invariancia bajo difeomorfismos. De forma analoga se pasa 
del model TI al TM por una transformacion de dualnidad, y se incorpora tambien la 
invariancia Lorentz faltante. Los espacios de soluciones de los modelos SD y TI didieren 
en las soluciones no triviales de oj^aih) = 0. Estas soluciones corresponden al modelo 
TCS libre. En el caso de los modelos TI y TM los espacios de soluciones difieren en las 
soluciones no triviales de G^aih) = 0, las cuales estan asociadas al modelo no dinamico 
de Einstein libre. 

A nivel de las funciones de particion observamos que estas difieren en factores que 
estan relacionadas con las funciones de particion de los modelos TCS y de Einstein. En 
particular obtuvimos que 



Notamos que el factor en que difieren las acciones esta relacionado con la parte del espacio 
de soluciones en que difieren. 

Los caculos aca presentados en relacion con las funciones de particion se ha hecho de 
forma heuristica y merecen ser estudiados de forma rigurosa. En varidades de topologia 
trivial los modelos SD, TI y TM son completamente equivalentes y sus funciones de 
particion seran iguales. 



'TM 



Hnt 



^Ssd^Stcs^ 



(4.68) 
(4.69) 
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Capitulo 5 
Conclusiones 



Siguiendo lineamientos convencionales se obtienen las ecuaciones que deben cumplir los 
campos que realicen el algebra del grupo de Poincare en dimension 2+1 con spin (o 
helicidad) entero (no nulo) y masa m. Se muestra como para el caso de s = 1 las 
realizaciones corresponden al modelo masivo autodual y el topologico masivo. Igualmente 
se muestra que para s = 2 las realizaciones corresponden a los modelos: masivo autodual 
de spin 2, intermedio y topologico masivo linealizado. 

Para s = 1 se revisa que los modelos estan conectados por ua transformacion de 
dualidad la cual incorpora la invariancia de calibre no presente en el modelo autodual. Se 
discute tambien la realcion entre las funciones de particion las cuales difieren en un factor 
relacionado con la torsion de Ray-Singer de la variedad base. 

Para s = 2 se muestra que por la via de transformaciones de dualidad es posible 
pasar del modelo autodual al intermedio, y a partir de este ultimo al topologico masivo 
linealizado. En el primer paso se incorpora la invariancia bajo difeomorfismos linealizada 
ausente en el modelo autodual. En el segundo paso se incorpora la invariancia bajo 
transformaciones de Lorentz linealizada no presente en el modelo intermedio. Para estos 
modelos se encuentra que las funciones de particion difieren en factores asociados a teorias 
que describen las soluciones no triviales de u}^°'{h) = (en el caso de los modelos autodual e 
intermedio) o a soluciones no triviales de G^"'{h) = (en el caso de los modelos intermedio 
y topologico masivo linealizado). Cuando miramos los espacionos de soluciones de cada 
par de modelos (autodual-intermedio o intermedio-topologico masivo) estos difieren en 
las soluciones no triviales antes seiialadas. Estos factores que diferencian las funciones 
de particion cobran importancia a la hora de considerar las teorias acopladas con fuentes 
externas. Valdria la pena abordar el significado topologico que podrfan tener. 

27-12-2009: Recientemente se ban publicado resultados, independientes, concernientes 
a la dualidad entre las teorias autodual, intermedia y topologica masiva desde un enfoque 
mas completo de la funcion de particion |26]. 
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Apendice A 

Convenciones para gravedad curva y 
linealizada 



A.l Transformaciones bajo difeomorfismos 

Las transformaciones generales de coordenadas 

^ x'^" ^x^" -C^'ix), (A.l) 
inducen en un tensor p covariante, q contravariante, el cambio 

ST!:;:::; = c'd,Ti:::::;+d,xx^;_%+ (a-2) 

"r^!^2S -'-uipu3-Up T~ • • • 

^PS -'-ui-i/p ^pS -'-vx-Vj, 

A. 2 Derivadas covariantes, conexiones, tensores de 
Riemman, Ricci, Einstein, Cotton, Torsion 

Las derivadas covariantes mantienen el caracter del objeto sobre el cual actuan. Sobre 
vectores covariantes y contravariantes actuan como 



D^it, = a^it,-ri,UA, (a) 

D^V^ = d^V' + Tl^VK (b) (A.3) 
Sobre un tensor 2 covariante actiia asi 

'D^A,^ = d^A^x - T%Ap^ - V'.A,,. (A.4) 
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La generalizacion es inmediata para un tensor mixto. 



La conexion no es un buen tensor bajo difeomorfismos, sin embargo la torsion si 



lo es 



El tensor de Riemman se define por el conmutador de las derivadas covariantes 

[D^, D,]V^ = - T^,'D^V\ (A.6) 



donde 



Cuando la torsion es cero (se dice que el espacio es de Riemman) se obtiene que 

= \g^''{d^9au + d,g„, - d^g^,). (A.8) 
Las identidades de Jacobi para los conmutadores nos llevan a las identidades 



'DpRfiucr + T"'R^fptj + (permutaciones ciclicas en p^v) = 0. 



Rfiup^ — '^pT'^iiu ~ T^yT^p + (permutaciones ciclicas en ppv) = 0. (b) (A. 9) 
El tensor de Ricci se define por la contraccion 

Rfiu = R\pv^ = Rvp., (A. 10) 

y el escalar de curvatura se define haciendo otra contraccion 

R = R^^. (A.ll) 
Con R^u J R se define el tensor de Einstein 

Gfj,u = Rpu — -QfiuR-, (A- 12) 



a 



el cual cumple, en virtud de ( lA.Qp 



'DpG>: = Q (A. 13) 

En d = 2 + 1 sucede que los tensores de Einstein y Riemman tienen el mismo mimero 
de componentes independientes. Asi que uno puede expresarse en funcion del otro 

Rp.u\^ = —^fiup^'^-fxG^^ (A. 14) 

y no se tiene tensor de Weyl. En su lugar se usa el tensor de Cotton 



A. 3 El lenguaje de las triadas y los objetos asociados 
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(A.15) 



con 



^1 



(a) 
(b) 



(A.16) 



A. 3 El lenguaje de las triadas y los objetos asociados 

Al remitirnos al espacio tangente se introducen los vielbeins e" las cuales tiene compo- 
nentes e^". Sus duales tienen componentes e'^a- Asi 

eA^ = <^6- (A.17) 

Nos referimos a indices dc universo con letras griegas y a los del espacio tangente con 
las primeras letras del alfabeto. 

En el espacio tangente las transformaciones que preservan el producto UaV"" son: 

= ; 5Ua^-XM, (A.18) 

y se introducen las derivadas covariantes asociadas a estas transformaciones 



D^Ua = d^Ua-u^a'Ub, (a) 

= d^V + V'u^b", (b) (A.19) 

con oj/^J', la conexion de spin, que transforma como 

Su^a' = -23^X„^ (A.20) 
Para objetos, mixtos como la triada, la derivada covariante total es 

D^e/ = D^e/ - rJ^eA™. (A.21) 
Asi al igual que pedimos que D^gxp = 0, si pedimos que D^^Ci,^ — tendremos que 



2)^e/ = r;:,e/, (A.22) 



de donde se obtiene que 
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(A.23) 



Nos referiremos indistintamente a T^jy" como la torsion. 

En 2 + 1 dimensiones, dado que u^"''^ = —oUf/"^, introducimos la conexion de spin dual 

a;/ = ^e'^^'^u^,,. (A.24) 



De esto (1A.19|) se expresa como 



'^^.Ua = d^Ua-Sab'ulU,, (a) 

"I^^y" = d^y''-e\,ulV\ (b) (A.25) 

El conmutador de derivadas covariantes nos permite introducir al analogo del tensor 
de curvatura 

[D^,2),]\/" = y''i?^,b", (A.26) 

con 

^iivh" = d^Uub"" — duiO^h"" + ^ua^^iic — ^u"^'-^^ica- (A. 27) 

Resulta que R^y""^ = —R^iJ'"' y en 2 + 1 introducimos 

= 9^0;/ - - (A.28) 

Tambien sucede que R*^^"" = — i?*^", asi que podemos introducir su dual 



4 

Resulta que 



l^^.A^a6c^^^^^^ (b) (A.29) 



RfMi^x"^ = Rfiua''ex"'e'^b, (A. 30) 

J^**^^a ^ -eC^-^e/, (A.31) 
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con 

e = -^£a6c^^^Ve.V, (A.32) 

el determinante de la triada. Las identidades de Bianclii que surgen de las identidades de 
Jacobi para los conmutadores son 

D^Rl^ + (permutaciones ciclicas en /iz/A) = 0, 

de donde 

= 0. 

En otra direccion la ecuacion de T^^" = permite despejar la conexion en funcion de 
la triada 

ea;/ = (e^,e/ - ^e/ep,)5''^^9,eA'' (A.33) 

A. 4 Transformaciones de calibre en el lenguaje de las 
triadas 

La transformacion de la conexion de torsion nula se relaciona con la de la triada partiendo 
de (1X33]) 

Para los distintos tipos de invariancia tendremos 
Lorentz: 



5e/ = -X\e^\ (a) 

= £%j''e/, (b) (A.34) 



<5< = (c) 



Difeomorfismo : 



ra.e/ + (a^r)e/, (a) 
C^a^o;/ + (d.C)^,'^. (b) 



(A.35) 



Estos ultimos pueden reescribirse como 
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con 



5e/ = C%/ + 'D.C - ^V?e/, (a) 

5a;/ = -DJ^^ + CR%^. (b) (A.36) 



C = re/, (a) 

= -Cuj,\ (b) (A.37) 



Transformaciones "conformes": 

K"" = \p< (a) 

e5u;/ = ^CA^e/'^a^p. (b) (A.38) 

A. 5 Objetos involucrados y definiciones en la formu- 
lacion linealizada 

Linealizamos tomando 

e/ = 5^ + A;V + 0(A;2), (A.39) 

asi e = 1 + khf^"'S^ + 0{k^), y observamos en (1A.33I) que u^"" es de orden k. De hecho 
obtenemos 

= W\/^a', (b) (A.40) 
= (c) 
flA.40b .) puede escribirse, de forma mas sugestiva como, 

^r(^) = l^l^^'^'idAK, + h,,) - d,K,i (A.41) 
Luego con (IA.3ip obtendremos 

G'^M-(/,) = -£-^-apa;/(/i)(5,^ (a) 

= -£^"%'^'''^<9,a^V> (b) (A.42) 
= -^£^"''e"''"9„a/V + M, (c) 



A. 6 Transformaciones a nivel linealizado 
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de donde vemos que G^'^" = G^^'^ y que d^G^'^'^ = 0. De la definicion de R^'^, este 
adquiere la forma 



2 ' 



i^i^^l - lv^''Vxc)e'''''dpU^%h), (A.43) 



cuya forma recuerda a (IA.40k ). Asi podremos reescribirlo como 



R'-'"' = -^e-'P^id.iui^ + 00^^) - d^u,^]. (A.44) 
Por tanto el tensor de Cotton queda como 

C^'^'^ = -^e'-V^'-dadfsMh) + ^.pih)). (A.45) 

Esta similitud en las expresiones de u^°',G^^'^ y R^^'^ en funcion de /i^*^ y u,"" va a ser 
importante cuando miremos las realizaciones del algebra de Poincare. 



A. 6 Transformaciones a nivel linealizado 

Considerando el proceso de linealizacion tendremos que para las transformaciones bajo 
difeomorfismos infinitesimales 



y de flA.40p es claro que (asumimos T^j," = 0) 



(A.46) 



(A.47) 



Analogamente para transformaciones infinitesimales de Lorentz sucede de (1A.34P y 
f lAiO]) 



= (a) (A.48) 

5iul = -d,l^ (b) 

Asi cuando un objeto, como G^^^ , depende de solamente de la parte simetrica de h^f" 
diremos que es explicitamente invariante bajo transformaciones de Lorentz. De hecho 
QL^lu gg invarainte bajo los cambios 
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Sh^^ = 6^Cu - e^uxl\ (A.49) 

cl primer termino es una transformacion de difeomorfismo y el segundo una transformacion 
de Lorentz. 

Finalmente para transformaciones conformes tendremos: 



= W'^^pK. (A.50) 



2' 
1 

2' 



Observamos que un objeto que dependa de la parte simetrica de cu^" es expli'citamente 
invariante bajo transformaciones conformes, como es el caso del tensor de Cotton lineal- 
izado. 

A. 7 Descomposicion en partes irreducibles en la for- 
mulacion linealizada 

Introduciendo los objetos 

y = Si^-ffpu (b) (A.51) 

Descomponemos al tensor h^i, (asociado a la linealizacion de la triada): 

V = {h^^ + Ip^^uH^ + p^.PuH'^ + pX + pM + 

+(£m-aV^^ + £m-apV^), (a) (A.52) 



donde 



= Ku + hi,, (b) 



= (b) 
H^'^ = , d,Hj"^^0, (c) (A.53) 
= 0, (d) 
d^V^'' = 0. (e) 

(A.54) 
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Una descompsicion analoga se puede realizar sobre C(;^"(= rj°-^ujfj^y) 



= + (b) 
En funcion de las componentes irreducibles de h^y se tiene que 



Wit = e.'^'d^HZ 



^ - le.'^'dM + el'p.V,^), (b) 



= 0, (c) (A.55) 

= nVV^, (d) 
1 

-I 
2 



al = --,0'^'{hl + e,'-pxVj\ (e) 



= \n^/^H^, (f) 

Bajo difeomorfismos sucede que H^l^, y son invariantes, asi como la combi- 
nacion = hj^ + paVj ■ Se ve entonces de la expresion (1A.55I) que 5(^oj^i, = 0. 

Las transformaciones de Lorentz, como dijimos, solo afectan la parte antisimetrica de 

V i^iv^ = -ii^ = si i, = ij:+ 9,1"^). 

Para u^y, las transformaciones de Lorentz solo afectan a VFj, y 



= -l^yx, (a) 

5iy^ = -Qi/^/^, (b) (A.56) 

K = \e,-^dJl (c) 
^Wjj = 5W^ = 6a^ = Q, (d) 

en analogfa con las transformaciones bajo difeomorfismos del h^y. 

La expresion de G^^'^ en funcion de las partes irreducibles de h^y es 

Gly = -U{Hll-]^P,yH''), (A.57) 

quedando explfcita la invariacia bajo difeomorfismos y transformaciones de Lorentz del 
tensor de Einstein linealizado. 

Para las transformaciones conformes sucede que 
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SH^', = 5hl = 5hl^ = Q (a) 

6H^ = p ; 6H^ = (b) (A.58) 

5a^ = -^nVV, (a) 

6uj'^, = 6al = 0. (b) (A.59) 

El tensor de Cotton puede verse que es explicitamente invariante bajo difeomorfir- 
mos, transformaciones de Lorentz y conformes. Su expresion en funcion de las partes 
irreducibles de /i^^ es 

C7^^ = (A.60) 

A. 8 Tensores relevantes en funcion de solamente las 
componentes irreducibles de spin 2 

En la descomposicion del hf^u distinguimos las componentes de spin 2 H^^; las de spin 1: 
hj^, V^f; y las de spin 0: , H'", V^. Una teon'a que describa a una particula con spin 2 
masiva debe proporcionar las restricciones dinamicas para que las componentes asociadas 
a los spines menores (1 y 0) se anulen. Siendo asf el caso se tendra 

V = (A.61) 



luego de (1X551) . (IXSTl) y ( 1X60]) 



^.Ah'') = W^^ih^^), (a) 

= e/^a^i/Jj, (b) (A.62) 



G,Ah'') = -DH'' (A.63) 



C,Ahn = -OW^W'), (a) 

= -Uefd^HZ (b) (A.64) 

Estas ultimas relaciones se hacen presentes cuando miramos la realizacion de la condicion 
de Pauli-Lubansky para spin 2 donde, en el caso de la teoria autodual, la variable fun- 
damental es h^y, para la teoria intermedia, es uj^y{h), y para la teoria toplologica masiva 
linealizada, es G^y{h). 
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